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ARITIIMETISCHE THEOREME. 


VON 

LEOPOLD (LEGENDAl EIL 


VORGELEGT IN DER SITZUNG AM 24. APRIL ISS4. 


In den folgenden Zeilen werde ieh eine Reihe von neuen arithmetischen Sätzen mittheilen. Ich betrachte 
zunächst die Summe: 




= \ 

/ 


x=n 

i r « 


x= i 


Es sei; 

1) 

2 ) 

3) 

alsdann ist: 

Nun ist aber, wenn: 
ist, aueli: 

und daher hat man: 




x=p 

^ r a 


x=n 




\^= A 

[*£»] =* 

x—r 

F(j-) = V/'(.,) 

x=l 

4 

Z m = Z 


J5=/) + l 




•c—y»+L y =t 


< 


« + 77 < , 

r, -— * 




x~/i, >(=A 


x=if, *t=A 


Z Z 


■) 


*=7>+l» J/=l 


(ß>7>0). 


. 7 — * 

= ^ « (^^)t\^-Ab\ 1 >) + nF(n). 

y=D- f-1 , x=i 


Denkschriften der inathcin.-niilurw. CI. XLLX .IM. Abhandlungen von Nichtinitglicdorn. 
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Lcupvld Geycnbit ucr. 


Bei gegebenem >j erhält die zahlcntheorctisehc Function s ( 7y für alle x, welche grösser als 


sind, den Werth 0, mul daher ist: 

y~A, x=n y—A 

y=B+\ 




4) 


5) 


Es ist also: 


Ist: 


Xfj^v] ' W = Z Z ' (FsB 


'=5-hl 


so wird B — 0 , ist aber: 

0) 

« + y i 


a<ßn— y, 

ß« —yiga <ß(« +1)—*/, 


.r=*4 

V' wr Ä+ '/ u 'i 


so wird ß = 1 und [ * ^ - j = w. 

Man hat daher in diesem Falle die spccicllc Relation: 

’> fc] «->= Z ÖW + Z ZIt?]) 

J=l x=l X=\ 

Für y — 0 verwandeln sich die Gleichungen 4) und 7) in die folgenden: 

«) 


r=A 




Setzt man: 


so ist: 
10) 


Z[f^]*'>= Z '"([T]) +,,,w ' 

x= I x=B - M 

Z^]«'^"z'([tM)' 


• — a __ r 06 | 

)x ~~ ßx —7 [ßx —yj 

* 




4’= I 




x=«-f * 


wo £• eine positive ganze Zahl sein soll. 

Aus den Relationen: 

pr _ r pr 


'Z = tvl 

7 = [T] 


+ £ i 


( 0 ^*< 1 ) 

(0^ £,< 1) 


folgt: 


11) 


Ff]='[TH- 


(O^V, r,.<l>), 


\ « + VJ 
L ?J 
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also: 


(mod. P) 

so dass 'o J>t r, a der Ile st ist, welcher bei der Division von (Inreh p bleibt. 

Ist speciell p ~ 2, so verwandelt sieb die Formel 11) in die schon von Gauss uiitgctlieilte Relation: 

i 2 ) [t] = *[ 7 ] + *- 

2r 

wo r li r:S die Werth e 0 oder 1 hat, je nachdem j^— J gerade oder ungerade ist. 

Man hat daher auch die Gleichungen: 


13) 


14) 


V r n ,a p*- T /’(./■) = V[^JA' r ) 

X— 1 


/_ 

X=1 


x=n 


YfV) = y \^Afu) 


/_ 

X — 


/_ 

x=i 


r 2a -] 

wo die Marke am Summenzeiehen anzeigt, dass nur jene Weitlie von ./• zu nehmen sind, für welche |^—— -J 
ungerade ist. 


Nach den früheren Entwicklungen ist nun: 


x=kn 


2 [P^]CW= 2V([^])-^X»)-“■((»): 


-r=ü-f t 


wo: 


X^J+l 


A — 


ka 


—i ß/t+ß—'/ j 


ist. ,Geungt nun a der Bediugnng 0 ), so hat man: 


ka , ßk — (k — 1)7 

<1+ v 


und daher ist: 

Ist B — 1, so ist auch: 

und daher: 


fikn —7 * ’ fikit— 7 

B = 0, 1. 

ck(n+ 1) 

r/ra-hyi , 

i j=i„+ P 


h 


wo p eine nicht negative ganze Zahl ist, welche nicht grosser als h — 1 sein kann. 
Aus der Relation 6 ) folgt ferner: 

A — k—c 0 > 0 ). 


Nun ergibt sich ans der Relation: 


/»• — 


ka 


ßn + ß — 7 


<C k — v -4 -1 


ka H- 7 (/• — ^ -f- t) 
ß^k—v + r) 


< w + 1, (7 = 1,2 ,...,*—!)• 


sofort die Beziehung: 
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Es ist aber auch: 


denn wäre: 


L e o p o l d C! c (j <> )t h a u r r. 
ka + y(k— c-fr) 

ff C- ' - 

= £(/—* + r) 

ka + y(k— ff-f-r) 

—— < n 


so hätte man: 


ß(k— G + r) 

G< (ßn—y — a)k — (<;—r) (ßn — y), 

was nach den gemachten Voraussetzungen unmöglich ist. Man hat daher die Gleichung: 

r kct + y(k—'j + r) . 

(r = l,2,...,*-l). 




) 


Es ist also schliesslich: 

*=» x=k — 1 

15) V [Ar,] /V-) = .«?*„, — kS Ui , - V F([^±^]) +(/.- 1)/’(«) ++ n*«\ 

WO p, 


X’— 1 

0 ist, wenn: 


1 :a < ß kn — y 

ist, sonst aber die kleinste Wurzel der Congruenz: 

r/ra + Vi 


vorstellt. 

Nimmt man specicll: 
so erhält man die Formel: 
16 ) 


■ = [—ß J (luod. /,•) 


/•(.<•) — 1, a — v, 7=0, ß = 1, 


x=k)t 


ZI"] 


.T=M 


r~k— 1 


kn 


ZJ 

r— 1 


welche Gleichung man unter Berücksichtigung der bekannten Relation: 


17 ) 


x—m 

r m 




log w+(2 C— !)?« + £' \J' 


m 


wo C die Euler’sche Constanteund s' eine Grösse ist, welche bei wachsendem m endlich bleibt, auch in fol¬ 
gender Form schreiben kann: 


18 ) 


Es ist also: 


19 ) 


V [i,r x ] = «{/■• log/.■+/.— 1} - kn y --mV" + *"(*- 1) 

£ _1 A-i 


lim „=oo— - = k\ogk+k-l-k y - 

n Z-j x 

x=l 


(0^£ /; < 1). 


Man hat daher den Satz: 

Das arithmetische Mittel der grössten ganzen Zahlen, welche in den /r• fachen Verhält¬ 
nissen der Reste zu den jeweiligen Divisoren enthalten sind, die bei der Division einer 
ganzen Zahl n durch alle nicht grösseren ganzen Zahlen auftreteu, nähert sich mit wach- 

,r=A — i 


sendem n dem Ausdrucke k\ogk+k— 1— /■ V —. 


X— l 
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Den Fall 1: = 2 dev zuletzt abgeleiteten speciellen Formeln, ans welchem bekanntlich folgt, (lass von den 
Verhältnissen dcrEcste zu den Divisoren, welche bei der Division hinlänglich grosser Zahlen n durch alle nicht 

grösseren ganzen Zahlen Auftreten, eine grössere Anzahl in dem Intervalle , als in dem Intervalle — 

- 2 

... I liegt, hat schon Diriehlet mitgetheilt; fiir £* = 3,4, 6 wurden die obigen Relationen von Herrn Berger 
abgeleitet. 

Berücksichtigt man, dass jedesmal, wenn für einen bestimmten Werthe von x = a\, 


20 ) 

ist, die Gleichung: 


v v + 1 

k sr -. < — 


= v 

bestellt, so kann man die Formel 15) auch in folgender Weise schreiben: 

V*BÄ— i s = i—\ 

2i) V v/:, = «*.,*.-ä-s.,.- V 


wo : 




ist, wenn die Summation bezüglich x, über alle jene Werthe von x erstreckt wird, fiir welche die Relation 
20 ) besteht. 

Erhält die Function f(x) den speciellen Werth 1 , so bezeichnet f, die Anzahl der Reste, welche in dem 


Intervalle y- .. . — 7 — liegen. 

n' n 


Gibt man in der Gleichung 9) der Function f(x) die speciellen Werthe: 
22 ) f(x) = 1 , r, r 3 , 1 )'», siu «... l ) ~ 

so erhält F(r) der Reihe nach folgende Werthe: 


cos 


4 

V7Z 1 


, cos x 3-, sin x 5, 


23) 


F(r) = r,TJ(r),D\r),r ”‘,\/2 sin* -f,^= sin 

,(2i-+l)3 


1 t SU1 2 1 5 1 

9 + 5 . '9 GO ö 9 o 

2 sin- 


cos ■ 


sin 


2 


wo /)(>*) die rte Trigonalzahl ist, und daher hat mau die Formeln: 


24) 

zV-j 

x=i 

i = z nn 

X=1 


25) 

ZV-J 

x=i 

1 '= Z D (lTi) 

X—i 


2G) 

27) 

Zf Al 

X=l 

zw 

x=l 

|"= Z "■(F^D 

x=i 

I-" ZU'-v] (J '” ,) ' = 

X= 1 

-[r] 

V r«+'/•*■ j 

L L ß-r .1 

X=1 
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28) 

-(H^D 

j*= 1 x= 1 


29) 

z -g-rrj) 

-c^i V X^l 


30) 

’IW "•'»=-W+. 1 * 2 

x=i sin — x =i 

l + ^r! 

31) 

— ky 

2 2fc=- 7 ]*•*»= l#-,]"*» . y 2 cos5 il 

x=i sin— * = , 

Ti 4! 


Setzt mau iu der Gleichung 30) 3 = n, ~ uml in der Gleichung 31) 3 = ^- } so erhält man die speziel¬ 


len Formeln: 

32) 


^•=1 x=i 

-fe] 


[=ri 




3x— I 


-fe] 


4 > iHTf Z 


Aus diesen Formeln kann man sofort eine Reihe von Sätzen über die Divisoren der ganzen Zahlen ableiten. 
Es ist nämlich: 

X=™, y~ [-2-1 

x=w Iß— yJ 

Xi^] rAf>x ~ y) = 2 *fej=7j)A ( ^—')• 

X~ 1 JF= 1, !J— 1 

~[r] 

r= 1 

wo die Summation bezüglich <7' r über alle Divisoren von r zu erstreeken ist ; welche von der Form ßx—y und 
nicht grösser als ßm—y sind. 


Setzt man nun: 


so hat man: 
35) 


*\ (>•)= Zn w, 

d’r 

- f—1 

Iß—rJ *=« 

2 >>=Ifc= 5 ]* 


Nimmt man spccicll: 


;./•)=. r, « = «, ß = 2, 7 = 1, 
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so erhält man die Relation: 


30) 


x~n 



-m 

V 

/ 




£— 1 


wo Ä* m (.r) die Summe der 774 ten Potenzen der ungeraden Divisoren von x bezeichnet. 

Diese specielle Relation hat unlängst Herr Stieltjes in einer in den Schriften der Pariser Akademie 
enthaltenen Notiz niitgctheilt („Sur quelques theoremes arithmetiques.“ Note de M. Stieltjes [Extrait iV uue 
lettre adressee ä M. Hennite] C. R. Tome XCVII, Nr. 17, 22 oetobre 1883). 

Nach den eben gemachten Bemerkungen ergeben sieh ans den obigen Formeln folgende arithmetische 
Sätze: 


Die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis 77, welche von der Form ßx — y sind, ist 
gleich der Summe der grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 

ßn — (n — l)v ßn — (77 — 2)7 ßn ~(n — 3)y ß 74 

ß ? 2ß ' 3ß ßn 

enthalten sind. 

Die Anzahl der ungeraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n ist gleich der Summe der grössten 
ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 

77 +1 77 + 2 77+3 2n 

~ 2 ~’ ~ 

enthalten sind. 

Die Summe der ungeraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n ist gleich der Summe der Quadrate 
der grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 

ff + 1 74 + 2 74 + 3 2ff 

T“ * 27 

enthalten sind. 

Die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis 77 , welche von der Form 47 +1 sind, 
übertrifft die Anzahl der übrigen ungeraden Divisoren um die Anzahl der ungeraden grössten ganzen Zahlen, 
welche in den Gliedern der Reihe: 

77 + 1 77 +2 77 + 0 274 

~2 ~ 5 ~r~ ; “ir"*'” ; 2^ 

enthalten sind. 

Die Anzahl aller Darstellungen einer beliebigen positiven ungeraden Zahl 7 1 oder einer einfach geraden 
Zahl 2/i durch dieForm x z -hy 2 ist gleich dem vierfachen Überschüsse der Anzahl der ungeraden grössten ganzen 
Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 

77+I 74 + 2 77 + 3 2 ti 

~ 2 ~’ “l - ' ~ 6~ ’-’5T 


enthalten sind, über die Anzahl der ungeraden grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 

74 77 + I 77 + 2 2 /i — 2 

2~ ? ~T~> 2^2 

enthalten sind. 

Ist 74 eine Primzahl von der Form 47-+1, so kommen unter den grössten ganzen Zahlen, welche in den 
Gliedern der Reihe: 

74+ 1 74 + 2 77 +3 277 

~ T ~’ 97 


enthalten sind, zwei ungerade Zahl mehr vor, als unter den grössten ganzen Zahlen, welche in den Glie¬ 
dern der Reihe: 
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h « + 1 « + 2 2n — 2 

2’ ~T~ ’ — ~ ; 2/7^2 

cntlmltei! sind; ist aber « eine Primzahl von der Form 4r— 1, so ist die Anzahl der ungeraden grössten ganzen 
Zahlen in beiden Zahlenreihen gleich gross. 

Die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen \on 1 bis«, welche von der Form 8/*4;l sind, 
übertrifft die Anzahl der übrigen ungeraden Divisoren um eben so viel, als die Anzahl derjenigen grössten 
ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe; 

«*4- 1 «4-2 « -t-3 2 h 

~2~~ 27 

enthalten sind und die Form 4/--bl besitzen, grösser ist als die Anzahl der übrigen ungeraden grössten ganzen 
Zahlen. 

Die Anzahl aller den Bedingungen tj> 0, 2.c>3// genügenden Darstellungen einer positiven ungeraden 
Zahl « durch die Form .r 2 — 2y 2 ist gleich dem Überschüsse der Differenz aus der Anzahl derjenigen ungeraden 
grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 

)i 4-1 «4-2 «-b3 2 h 

~~2 ~ '""4 ■ ’"' } 2n 


enthalten sind und die Form 4/'-bl besitzen, und der Anzahl der übrigen ungeraden grössten ganzen Zahlen, 
über die Differenz aus der Anzahl derjenigen ungeraden grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der 
Reihe: 

n «4-1 « + 2 2« — 2 

T ; “ ? ~G~~ .27^2 

enthalten und von der Form 4c4-1 sind, und der Anzahl der übrigen ungeraden grössten ganzen Zahlen. 

Die Summe der /«teil Potenzen der Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis « übertrifft die Summe der 
/«ten Potenzen der um die Einheit verminderten Divisoren um die Summe der «/teil Potenzen der grössten 
ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 

« « « n 

^’ 7 ; 3 " , ‘•* , 7 

enthalten sind. 

Die doppelte Summe der Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis « übertrifft ihre Anzahl um die Summe 
der Quadrate der grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 


« « « « 
7 


enthalten sind. 

Die Summe derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von «-bl bis 2//, welche grösser als « sind, ist nach 

2u 

dem Modul 2 der Summe derjenigen ganzen Zahlen x eongruent, für welche die in dem Bruche — enthaltene 

x 

grösste ganze Zahl ungerade ist. 

Berücksichtigt man, dass: 

[y/««] = i] + r 


ist, wo r gleich 1 oder 0 ist, je nachdem m ein Quadrat ist oder nicht, so sieht man, dass die Anzahl der 
Darstellungen einer positiven ungeraden oder einfaehgeraden Zahl « als Summe zweier Quadrate durch 
folgende Differenz ausgedrückt wird: 


.r= J\/» j [V”“ 1 ] 


r=0 


'•=(> 
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Mau hat daher auch die Relation: 

x=n jc—n —1 


B-'J-Ö- Z(- 1> ‘-ä=ZK'^j- Ziv«- .->j 


c - [\/ n ] x “ [\/ n-i\ 


x=l x=i x-0 

Schreibt uiau iu dieser Gleichung für n der Reihe nach: 

n 7 n — 1 , n — 2 ,.. .,2 

und addirt die so entstehenden Gleichungen, so erhält man die Formel: 


>7) 




r - [x 7 " ] 


Z<-»'i^]=ZK^J 


welche schon Lion viIle ohne Beweis mitgetheilt hat. 

Verbindet man diese Gleichung mit 32) , so erhält man die Relation: 


38) 


~ \y "] 

i y[vwj= 


m 


Die auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Summe lässt sieh noch auf eine andere Form bringen. 


Um zu derselben zu gelangen, betrachte ich die Summe: 

V p+ \/« — yr J j ^ ^ _ y j- ,S+ \/ «— y.r 3 


39; 


x=I 


-]/v>+ Z 








Da aus der Relation: 


die Beziehung: 


ft+y/ct-yx* > x 




\ 


/ g -(fy—ß) 2 > ! 




ff < 


folgt, so ist: 


X=/)-f 1 


x=/>-M y= I 
x=7i, y=a 


y 


y = | ft+sA-v Q '+iy i' 




mul daher hat man die Gleichung: 


= Z '(v 

= y * (z>* =[i!±V|zz^ij) 

y=2?-hi,.r=i ^ 

= ([^*EjES’)- AfW+5/K.) 


4°, V[E+ v'irJjg-jA,) = V [ E+ V-7*- ]/(,)+ 

,=i .— I f. r i ’ / 


X=1 X— I X = 

Denkschriften der mutheiu.-Uiitiinv. CI. XLIX.Bd. Aldiandhmiren v«»n Nicht mit gliedern. 


V 
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L t Op •> l *1 O i <j v // h (t tt t /‘. 


Setzt man in dieser Gleichuni:: 

fix') = 1 , 5=1. 2 = w. 7 = 1 . o = 2. 7 = 2./' = 0, wl^/r. 
-o erhalt mau die Relation: 

i-\ fi—r j 

4i f [ ‘ + Z — ] - v| s /^=n-] + [ ' + V^' ] ... 

"■ ' --i^] 

in welcher Gleichung die von Herrn Cesaro mitgetheilie Formel: 


r 

- = \ 


42 


v i-\ »■ -f 1 _ v 






\ f n — [2x — 1> 2 ? 


aL speeieller Fall enthalten i-t. 

^etzt man aber in der Gleichung 40 > : 


fix = 1 . 5 = U. o = 1 . 7 = 4 ; z — 2. p = 0. 2 ^ 4;r 


'0 ergibt sieh die Formel: 
43 


-fv5=i 


aus welcher wieder die speeielle Relation: 

'■[v] 


I[^]= Z Ivt 

=°3 


- — \ sc—4/rj ii 


- = i-\ 


r _i 

x = \ » 


44 


£K CT ] = X [y^] 

— ! 


-ich ergibt. 

Unter Benützung der eben abgeleiteten Formeln läs^t sich die Gleichung 3S) auch in folgender Gestalt 
schreiben: 


r = \ -4 


r -i 

X= \ 


45 


V 2- V [1±v=£!] = m _ 


V 


l-l 


Setzt man in der Gleichung 7 : 

4»3 p 


-o hat man: 
47 

und daher: 


= Ä = \ ~*~' f 

57 — 7 ^ Ä < /'+ 1 ) '?*'+$— 'A 
n= l- =7-r. 


wo : nur die Werthe 0. 1 haben kann. 

Ist J. = / — 1. so folm au* der Relation: 



die Beziehung: 


7—1 


7 


< /. 


/ — I < — TTT- < A-hl. 
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Wäre nun: 


so müsste: 


sein, was nach 47) unmöglich ist. daher i-t: 


m= y - u 

x < 


Man bat demnach die Gleichumr: 


«> 


= ii&n+z ^ 


Gibt man in dieser Gleichung der Function fix) der Reihe nach die speciellen Werthe 22), so erhält 
man die Formeln: 

** li?q]'=!ö' + !> 


> - i ijhv =tei m - ^ 

X=1 X=1 X=1 


r 2 l 

An ( ~ X ~ 

v- 

- V 

r 2 1 

i - <>- 

U ' • v oV .in*,“ r a+7 'T 

1^-7- 

r D 4 


- _ 

h-r— 7- 

I ' ,D 4 

\ - _ U L fix J 

r 2 i 


IV 

- V 

r 2 ] 

| C0 J 2jr - 

0- 1 V , in ' 1 a . + Vfr 

Vfix— V 

\ C °' 4 


- _ 

7-1 

l°- 4 

\ 2 — lä 1. fix J 


/. , A-T 

- MB - 


-isinx) \Zpf\ + Li 

55) 2Vr JL_1 CO sxx = 2V -^JL_lco, xx + V- |L ^ J — 

— < i - r -7- — fix—;} — <in ± 


\ 


7Xi 1 | . . 1 lVx 

’ /. >m - -^- 


sm- 


50) 2^ —— ; siu r c-= 2 \ - 

— fix 7 — fix—;} 


■y r x n . - 1 

>111 X c - 


«»--.ri+ 2 £| + V 

- — ll fix - 


|2Ä+1 X 

. /. OOS --T- 

7. -f- r /X I 1 * 


=, 


^n- 


04 ) 




f- V C_1) L ■ -H_l *-«/ 


p* 
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x=\ 


m » T ! [^]=vj(- l )- + (-^f^] +s /jv 8i „| [i ± ? r J ^^ . 

/=! x=l u = l 

. /T . (2X + 1)* 

— / Y 2 sm -— ^ - — 

,■= 1 X=J .r — 1 

+ Xv/ 2 oos- ( ^- 1 -^. 

Setzt, man in den Gleichungen 52) und 53): 

« = n, ß = 2 , 7 = 1 , m = 2 , 

so erhält man die von Herrn Sticltjcs a. a. 0 . mitgetheilten spcciellen Relationen: 

*=m 


GO) 


Gl) 


V [sblP-i )= v i , w= v r _^ lJ(2 ,_ 1 ) + v[^ J , _> ; (*, = [V«i±i±lj) 

= 1 x= 1 x=l .r= 1 


Von den in diesen Formeln enthaltenen arithmetischen Theoremen mögen die folgenden besonders 
erwähnt werden : 

Die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n , welche von der Form ßr— 7 und 
grösser als ßX —7 sind, ist um X 2 kleiner, als die Summe der grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern 
der Reihe: 

ß n — (n — 1)7 ßn — (n — 2)y ßn — (n — 0)7 ßn — (n — X) 7 

ß ? Iß ? 3ß ’***' Iß “ 

enthalten sind. 

Die Anzahl der ungeraden Divisoren aller ganzen Zahlen von l bis n, welche grösser als 2X { — 1 sind, 
ist um X~ kleiner, als die Summe def* grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 

)l —\— 1 H —I— 2 lf? -+- O )} — |- Xj 

“IT - '”' ? ~ 2 X^ 

enthalten sind. 

Die Summe der Quadrate der grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 

n-f-1 n-h 2 «h-o n-\-X l 

— ~ ’ ~T~ y ~ (T~ ’ " ?_ 2X7 


enthalten sind, übertrifft die Summe derjenigen ungeraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis ?/, welche 
grösser als 2X, — 1 sind, um X^. 

Die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche von der Form 4r-hl und 
grösser als 2X t — 1 sind, übertrifft die Anzahl der übrigen ungeraden, oberhalb der angegebenen Grenze liegen¬ 
den Divisoren 11 m ebenso viel, als die Anzahl der ungeraden grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern 
der Reihe: 


n - 4 -1 n + 2 w -4- 3 

~~2~ ’ — 4 —’ ~~ 


n -+- Xj 
— 


enthalten sind, grösser ist, als der Ausdruck X t 


1 -(-!) % 
O 


. . . , 
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Die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche von der Form 8r±l und 
grösser als 2l { — 1 sind, iibertrifft die Anzahl der übrigen ungeraden, oberhalb der angegebenen Grenze 
liegenden Divisoren um ebensoviel, als die Anzahl derjenigen grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern 
der Reihe: 

N-t-1 n + 2 n- t-3 //-hAj 

2 7 4 ? 6~ 

enthalten sind, und die Form 4>--M besitzen, die Stimme aus der Anzahl der übrigen ungeraden grössten 

1_ (_ i)x, 

ganzen Zahlen und dem Ausdrucke —-— übertrifft. 


Ist: 


G2) 


H = (ß«i-v )», 


und setzt mau in der Gleichung 7): 
so wird: 

A = \ß„ t +ß— / ] = 

wo , wie man sofort sieht, der Relation : 


P = *i> 

a 


- ~ 1 > 


genügt. Ans der Beziehung: 


(•^1 — 0 (ß»t+ß—y) <ß>h^~tiß» t +ß—y) 


< "2—3, + 1 


folgt: 


»o ^ | —T T 

ß»i+ß—y 


ft ,3-v) < «+yK—~i+g) 


_<„ + i + (l-g)(ß wc±to). 

£(" 2 —S. + 5 ) 1 ß(« 2 —^1+«) 


(<x= 1,2,3,..., 5.) 


und daher ist: 


r a +y(^2~~i+ <r ) i _ _ 

I ß(w.-5,+a) J~ ' P 


(p^ 0 )- 


ß0 2 — 

Wäre p > 0, so hätte man die Relation: 

«-[«]< (1—p)j3«2-(3| —oXßUi+ß—y—pß) 

was unmöglich ist, da die reelite Seite negativ, die linke aber positiv oder Null ist. 
Man hat also die Gleichung: 


Es besteht daher die Relation : 


{[«] = (ß"i — vKl • 


Gibt man in dieser Gleiehnng der Function f(x) wieder der Reihe nach die specicllen Werthe 22), 
erhält man die Formeln: 


so 


X — I 
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L c o)) o l d G e(j e n baue r. 


«9 V I = I p=?J + Z D ' (t^J) -'*■ *W 




a 4- yx i 


X = 1 
X=H 


X=1 

XJ=M 


G 8 ) 


VI 

r * 1 

1 c* y r * 1 

^1 

1 ßx-yl 

1 ^\ßx-y\ 

x= 1 

.1=71 

VI 

r a 1 

x=\ 

oj n (2.^—1)^ — X; 

ZI 

lß.r- 7 J 

r ,n 4 - . 

X=1 

X=» 

V 

r « 1 

X- 

1 (2.r—l)/r * 

x= 1 

\ß.r-y\ 

1 C °' S 4 - , 

X- 


I |3.r — yj 


X= 1 

X=7U 


X=l 

x=iu 




__ w. t: 


[^]|- W2si „= + 


\1 r a 1 (2x — l):r 1 \V . (7T rÄ + V^’ll ^2 • u \ 7 

= Z f 1 1 ” s —r- + 77 Z SM “ i 2 [ ■-jr I - jr Sl "ir 


. (2«.+ 1)5 

x—n x=n t x=n 2 )} Sil) -~- 

70) *Up£y)“ s " = 2 Z fc=y)“ s - r3+ TT Z sin3 \rw j + i - • 


sing- x= , 


. -7 

81,1 ö- 


”> »B^y] ** = € fei 5i ” * -Tri “ sa in- Ü - 

-• -■ p ‘ sm -^1 


.(5», +1)5 


. 5 

siu- 


x=w x=?j, x=n.> 

-> »SHted= 2 1 <-•>•[*=;] + Z (_1) 


73, ^jt-DT^-DTj^ 


= V j(-i) i +(-i) >jfj 

/ö • ( 2 "i + 1V 
~>W 2 sin v —V- 


X=i 


X-r», 

a -i \i . ra-h7.r-.7r ^ 

— l+V-’l'i-prl^rr 


74 , B-*> ¥ -<-= Z!>- ■>*-<-»^j ß ;_ 7 l-v/^'e„ s+ 


ßx—'/i 


+ Wl S/ 2 C 0 B^tl>. 


Von den specicllen Füllen dieser Formeln mögen die folgenden von Herrn Cesaro mitgetheilten Glei¬ 


chungen crwölmt werden: 


«) 1 \t] 


r—n 


V 


x=i 

i r m ‘ m 


/ i l.r 

X — 1 


.r=n « 

+ v>» 

X= 1 


0 = »\ »'*) 


«) zm= zm- 

x= 2 x— 

Die obigen Formeln enthalten eine Reihe von arithmetischen Theoremen, von denen die folgenden beson¬ 
ders hervorgehoben werden mögen : 

Die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche von der Form j3.r — 7 und 
grösser als ß?/, —7 sind, übertrifft um n x n t die Summe der grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern 
der Reihe: 

ßn — (n— 1)7 ßn—(n — 2)7 ß n—(n — 0)7 ßn — (n — n 2 ) 7 

_ , 


k >ß 


0 


3ß 


»iß 


enthalten sind, wenn » = (ßu t — y)n 2 ist. 
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Ist n-=.n x n %y so ist die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n , welche grösser 
als sind ; um // kleiner 7 als die Anzahl derjenigen Divisoren, welche nicht grösser als sind. 

Ist n — n { n 2 , so übertrifft die Summe der ///teil Potenzen derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 
1 bis u, wclclie grösser als sind ; die Summe der wten Potenzen der eben genannten; um die Einheit ver¬ 
minderten Divisoren um eben so viel, als die Summe der wten Potenzen der grössten gauzen Zahlen, welche 
in den Gliedern der Reihe: 

n n n n 

T' 2 ~ ? 

enthalten sind, das Product nn v m ~ { Ubertrifft. 

Ist n — n x n 2} so übertrifft die doppelte Summe derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, 
welche grösser als sind, ihre Anzahl um eben so viel, als die Summe der Quadrate der grössten ganzen 
Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 

n n n n 

T’ 2 ~’ 3 " iT t 

enthalten sind, grösser als das Product n n i ist. 

Ist n = H l n i , so ist die Summe derjenigen Divisoreu aller ganzen Zahleu von 1 bis n, welche grösser 
als sind, um ** 1 + 1 1 kleiner, als die Summe derjenigen Trigonalzahlen, deren Ordnungszahlen durch 

die grössten ganzen Zahlen angegeben werden, welche in den Gliedern der Heiko: 


n n n h 

T’ 2~ 5 3" 

enthalten sind, während die Summe der dritten Potenzen der angegebenen Divisoren von der Summe der Qua- 

-hl) 2 


dratc der erwähnten Trigonalzahlen um n 


iibertroften wird. 


. . .. 4 

Ist u =(2;/j — 1)^ 2 , so ist die Anzahl derjenigen ungeraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, 
welche grösser als 2/^ — 1 sind, um />, n 2 kleiner, als die Summe der grössten ganzen Zahlen, welche in den 
Gliedern der Reihe: 

^4-1 n + 2 ;; + 3 ^4-// z 

~~ 2 ’ 4 ? G 


enthalten sind. 

Ist h — (2// t — l)// 2 , so ist die Summe derjenigen ungeraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis h, 
welche grösser als 2//, — 1 sind, um kleiner, als die Summe der Quadrate der grössten ganzen Zahlen, 

welche in den Gliedern der Reihe: 


//-Pi /H1-2 /* + 3 h + h % 

2~~ 7 7 — ~2^T 

enthalten sind. 

Ist n = (2^,—1);/ 2 , so übertrifft die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis u, 
welche von der Form 4r+l und grösser als 2/^ — 1 sind, die Anzahl der übrigen oberhalb der angegebenen 
Grenze liegenden ungeraden Divisoren um eben so viel, als die Anzahl der ungeraden grössten ganzen Zahlen, 
welche in den Gliedern der Reihe: 

n 4-1 o 4~ 2 ^4-3 yj + Hg 

~~ g ~~ 

i— (—i) ,?i 

enthalten sind, das Product - - —— Ubertrifft. 

Ist n — (2n x — \)n 27 so übertrifft die Anzahl derjenigen Divisoreu aller ganzen Zahlen von 1 bis n , 
welche von der Form Sr4;I und grösser als (2/^—1) sind, die Anzahl der übrigen oberhalb der angegebenen 
Grenze liegenden ungeraden Divisoren um eben so viel, als die Anzahl derjenigen grössten ganzen Zahlen, 
welche in den Gliedern der Reihe: 
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V -f- 1 H -f- 2 H-\-0 


n ~h n., 


2 ' 4 ' 6 ? “’ 7 2;i Ä 

enthalten, und von dev Form 4r-pl sind, die Summe aus der Anzahl der übrigen ungeraden grössten ganzen 

i — (—iy*i 

Zahlen und dem Produetc n z / #, * — 1 -—- übertrifft. 

Auf die in dieser Mittbeilnng angegebenen Formeln gedenke ieli übrigens demnächst in einer Arbeit über 
asymptotische Gesetze der Zahlentheorie zurlickzukoinmen. 

Es mag bei dieser Gelegenheit noch gezeigt werden, wie leicht sich mit Hilfe der zahlentheoretisclien 
Function s^) jener allgemeine Satz ableiten lässt, welchen Herr Stern in seiner interessanten Arbeit; „Über 
einige Eigenschaften der Function E(x) a mitgetheilt hat. (Journal für die reine und angewandte Mathematik 
von Borehardt, 50. Band.) 

Der erwähnte Satz, in welchem bekannte Theoreme von Eisenstein und Sylvester als specielle Fälle 
enthalten sind, lautet: 


Es ist: 




k( p~e) 


11) 


ÄI+ v 


[ qm J _ 1 

l pn J 


mn 


wenn : 


und ———, -—- positive ganze Zahlen sind. 
vi v 


ke < vi 
kf < n 


Die auf der linken Seite der Gleichung 77) stehende Summe hat den Werth: 


n [ rjm J 


4m p — e) 


- m 


V 

« r^-) + 

V 

. / UV U \ 

* 

— 

\tjqvi/ 


w V ) 



x = l ,//= 1 




Nun ist : 


qm in qm 

hi/' e ) _ %—/’) _ Kn—pf ) 

pn n pn 

und daher, wie auch die Differenz qe—pf beschaffen sein mag: 

r /•■/'( 7 — 0 -I k(p—e) 


r ft /'«7—' n < m 

L ym J = 


r /,■>/(/>—6>) i %-/) 


7»* 


■]s' 


Da nun jedesmal, wenn a* < 1 ist, i(F) = 0 wird, so kann mau den Ausdruck 78) auch in folgender 
Form schreiben: 

_ k(<j—j) _ k p~e) 

i. Ä 

VyyW \xpnj) 


V 

/ , 


•* — * , V~ l 

und diese Summe ist, weil für jedes Werthepaar ,r, tj einer der beiden Brüche 


xp m qqm .. , , 

—- , —— grosser, der andere 

v/yw .iyw 


aber kleiner als 1 ist, gleich der Anzahl der Werthepaare, d. i. gleich ———— ———. 

mn 






























